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1 Introduction
The automorphisms of real three dimensional Lie algebras [1] is a powerful tool for analyzing the dynamics of 3+1
dimensional Bianchi cosmological models [2]. Furthermore at the classical level, time dependent automorphism
inducing diffeomorphisms can be used to simplify the line element and thus Einstein’s field equations and also
provide an algorithm for counting the number of essential constants (see[3] and[4] for three and four dimensional
Lie algebras respectively). On the other hand, the automorphism groups and ad-invariant metrics can be used
in the calculation of complex and bi-Hermitian structures [5] and generalized complex structures [6] on Lie
algebras and also in the classification of Lie bialgebras [7]. Meanwhile, the calculation of ad-invariant metric on
Lie algebras are important in the construction of the physical models such as WZW models [8]. Here in this
manner we calculate the automorphism group and ad-invariant metric on six dimensional solvable Lie algebras
(with 5 [10] and 4 [11] and 3 (nilpotent) [9] dimensional nilradicals).
2 Mathematical preliminaries
Let L be Lie algebra with the base {Xi}; then we have
[Xi, Xj ] = fij
kXk, (1)
where fij
k are the structure constants of the Lie algebra L. An automorphism O is a linear map on L such that
preserves the Lie algebra structure i.e.:
O[Xi, Xj ] = [OXi, OXj ]. (2)
Or, by use of OXi = X
′
i we have
[X ′i, X
′
j ] = fij
kX ′k, (3)
i.e. the automorphism O is a linear map which fixes the structure constants. By use of matrix representation
for O ; i.e. OXi = Oi
jXj we have rewritten relation (3) in the following form;
Ol
iOm
jfij
k = flm
nOn
k, (4)
where by use of adjoint representation (χi)j
k = −fij
k or (Yk)ij = −fij
k one can rewrite relation (4) in the
following matrix form:
Ol
iOχi = χlO, (5)
or
OYkOt = YnOn
k. (6)
In this way, by use of the above relations one can calculate the automorphism group O of a Lie algebra L.
Furthermore, an ad-invariant symmetric metric1 on Lie algebra L can be written as follow:
〈Xi, Xj〉 = gij , (7)
such that
adXj 〈Xi, Xk〉 = 0, (8)
i.e.
〈adXjXi, Xk〉+ 〈Xi, adXjXk〉 = 0, (9)
or
〈Xi, [Xj , Xk]〉 = 〈[Xi, Xj ], Xk〉, (10)
which can be rewritten in the following matrix form:
χig = −(χig)
t. (11)
1The Cartan-Killing form Kij = fik
lfjl
kis a special case of this metric.
2
Note that because the automorphism map O fixes the structure constants (see (3)); from above relation (11)
one can see that the metric g on Lie algebra L is also fixed under automorphism map, i.e:
g′ij = 〈Xi, Xj〉 = 〈X
′
i, X
′
j〉 = gij , (12)
or
gij = Oi
kOj
lgkl, (13)
with matrix form2
g = OgOt. (14)
i.e. the ad-invariant metric is also invariant under automorphism group or in other word the automorphism
groups are isometries of this metric. Now, one can calculate ad-invariant metric g on Lie algebras according to
the relations (11) and (14). In the next section we calculate the automorphism groups and ad-invariant metric
on six dimensional solvable real Lie algebras by use of maple program for solving relations (5),(11) and (14).
3 Automorphism groups and ad-invariant metrics
Classification of six dimensional solvable real Lie algebras with 3 dimensional nilradical (i.e. six dimensional
nilpotent Lie algebras) are obtained by Morozov [9] then Lie algebras with 5 dimensional nilradical are mainly
classified by Mubarakzyanov [10] and were finished by Turkowski with the classification of these Lie algebras
with 4 dimensional nilradical [11]; (for a good bibilography see [12]). Here we use the Mubarakzyanov [10]
classification of six dimensional solvable real Lie algebras with nilradical 5 (see also [13] for correction of some
misprint of [10]). The automorphism groups3 and structure constants of these 99 Lie algebras are written in
table 1. For 40 six dimensional solvable real Lie algebras with nilradical 4 [11], these are written in table 2.
Tables 3 contains the automorphism groups for 22 six dimensional nilpotent Lie algebras [9](and also use [14]).
The ad-invariant metrics of all six dimensional real solvable Lie algebras are written in table 4.
2This relation can also be obtain by replacing (5) into (11) directly.
3Note that we choose automorphism groups, (i.e. matrices that connected to the identity matrix) from the solutions of the
relation 5 or 6.
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TABLE 1: The automorphism groups of six dimensional solvable real Lie algebras with nilradical 5
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,1
0 <| δ |≤| γ |≤| β |≤| α |≤ 1 f116 = 1, f
2
26 = α, f
3
36 = β, f
4
46 = γ, f
5
56 = δ


a1 0 0 0 0 0
0 a2 0 0 0 0
0 0 a3 0 0 0
0 0 0 a4 0 0
0 0 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


g6,2
0 <| δ |≤| γ |≤ 1 f116 = α, f
1
26 = 1, f
2
26 = α, f
3
36 = 1, f
4
46 = γ, f
5
56 = δ


a2 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
0 0 a3 0 0 0
0 0 0 a4 0 0
0 0 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


g6,3
0 <| δ |≤ 1 f116 = α, f
1
26 = 1, f
2
26 = α, f
2
36 = 1, f
3
36 = α


a3 0 0 0 0 0
a2 a3 0 0 0 0
a1 a2 a3 0 0 0
0 0 0 a4 0 0
0 0 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f446 = 1, f
5
56 = δ
g6,4 f
1
16 = α, f
1
26 = 1, f
2
26 = α, f
2
36 = 1, f
3
36 = α


a4 0 0 0 0 0
a3 a4 0 0 0 0
a2 a3 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
0 0 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f346 = 1, f
4
46 = α, f
5
56 = 1
g6,5 f
1
16 = 1, f
1
26 = 1, f
2
26 = 1, f
2
36 = 1, f
3
36 = 1


a5 0 0 0 0 0
a4 a5 0 0 0 0
a3 a4 a5 0 0 0
a2 a3 a4 a5 0 0
a1 a2 a3 a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f346 = 1, f
4
46 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
4
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,6
α ≤ β f116 = 1, f
2
26 = α, f
2
36 = 1, f
3
36 = α, f
4
46 = β


a1 0 0 0 0 0
0 a3 0 0 0 0
0 a2 a3 0 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f456 = 1, f
5
56 = β
g6,7
α2 + β2 6= 0 f116 = α, f
1
26 = 1, f
2
26 = α, f
2
36 = 1, f
3
36 = α


a3 0 0 0 0 0
a2 a3 0 0 0 0
a1 a2 a3 0 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f446 = β, f
4
56 = 1, f
5
56 = β
g6,8
0 <| γ |≤| β |≤| α | f116 = α, f
2
26 = β, f
3
36 = γ, f
4
46 = p, f
5
46 = −1


a1 0 0 0 0 0
0 a2 0 0 0 0
0 0 a3 0 0 0
0 0 0 a4 a5 0
0 0 0 −a5 a4 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f456 = 1, f
5
56 = p
g6,9
α 6= 0 f116 = α, f
2
26 = β, f
2
36 = 1, f
3
36 = β, f
4
46 = p


a1 0 0 0 0 0
0 a3 0 0 0 0
0 a2 a3 0 0 0
0 0 0 a4 a5 0
0 0 0 −a5 a4 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f546 = −1, f
4
56 = 1, f
5
56 = p
g6,10
f116 = α, f
1
26 = 1, f
2
26 = α, f
2
36 = 1, f
3
36 = α


a3 0 0 0 0 0
a2 a3 0 0 0 0
a1 a2 a3 0 0 0
0 0 0 a4 a5 0
0 0 0 −a5 a4 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f446 = p, f
5
46 = −1, f
4
56 = 1, f
5
56 = p
g6,11
αs 6= 0 f116 = α, f
2
26 = p, f
3
26 = −1, f
2
36 = 1, f
3
36 = p


a1 0 0 0 0 0
0 a2 a3 0 0 0
0 −a3 a2 0 0 0
0 0 0 a5 −a4 0
0 0 0 a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f446 = q, f
5
46 = −s, f
4
56 = s, f
5
56 = q
5
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,12
α 6= 0 f116 = α, f
2
26 = p, f
3
26 = −1, f
2
36 = 1, f
3
36 = p, f
2
46 = 1


a1 0 0 0 0 0
0 a4 a5 0 0 0
0 −a5 a4 0 0 0
0 a2 a3 a4 a5 0
0 −a3 a2 −a5 a4 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f446 = p, f
5
46 = −1, f
3
56 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = p
g6,13
if α2 + β2 = 0 then h = 0 f123 = 1, f
1
16 = α+ β, f
2
26 = α, f
3
36 = β


a2a4 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
a3 0 a4 0 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 0 a6 0
a7
a3α
a4
−a1β
a2
a8 a9 1


but if h 6= 0 then α or β 6= 0 , f446 = 1, f
5
56 = h
g6,14
f123 = 1, f
1
16 = α+ β, f
2
26 = α, f
3
36 = β


a2a4 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
a3 0 a4 0 0 0
0 0 0 a5 0 0
a6 0 0 0 a2a4 0
a7
a3α
a4
−a1β
a2
a8 a9 1


, f446 = 1, f
1
56 = 1, f
5
56 = α+ β
g6,15
f123 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = 1, f
4
26 = 1


a1a3 0 0 0 0 0
−a1a7
h
a1 0 a2 0 0
a3a6 0 a3 0 a4 0
0 0 0 a1 0 0
0 0 0 0 a3 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = h, f
5
36 = 1, f
4
46 = 1, f
5
56 = h
g6,16
f123 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1, f
4
26 = 1


a2 0 0 0 0 0
a1 a2 0 a3 0 0
a6 0 1 0 a4 0
a2a7 + a3 0 0 a2 0 0
0 0 0 0 1 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f536 = 1, f
1
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,17
α2 + ǫ2 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = α, f
2
26 = α, f
4
36 = 1


a2a3 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
−−αa3a7+αǫa4+ǫa3−ǫa2a3
α2
0 a3 a4 0 0
ǫa3(a2−1)
α
0 0 a3 0 0
0 0 0 0 a5 0
a6 a7 0 a8 a9 1


, αǫ = 0 , f146 = ǫ, f
5
56 = 1
6
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,18
β 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = 1 + α, f
2
26 = α, f
3
36 = 1, f
4
36 = 1


a1a2 0 0 0 0 0
−a1a7 a1 0 0 0 0
a2a6
α
0 a2 a3 0 0
0 0 0 a2 0 0
0 0 0 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f446 = 1, f
5
56 = β
g6,19
f123 = 1, f
1
16 = 1 + α, f
2
26 = α, f
3
36 = 1, f
4
36 = 1


a1a2 0 0 0 0 0
−a1a7 a1 0 0 0 0
a2a6
α
0 a2 a3 0 0
0 0 0 a2 0 0
a4 0 0 0 a1a2 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f446 = 1, f
1
56 = 1, f
5
56 = 1 + α
g6,20
β 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = 1, f
3
36 = 1, f
4
36 = 1, f
1
46 = 1


a2 0 0 0 0 0
−a7 1 0 0 0 0
a1 0 a2 a3 0 0
−a2a6 + a3 0 0 a2 0 0
0 0 0 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f446 = 1, f
5
56 = β
g6,21
h 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1


a21 0 0 0 0 0
a1a6+αa2a6−αa1a7
α2
a1 a2 0 0 0
a1a6
α
0 a1 0 0 0
0 0 0 a3 0 0
0 0 0 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = α, f
4
46 = 1, f
5
56 = h
g6,22
f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1


a21 0 0 0 0 0
a1a6+αa2a6−αa1a7
α2
a1 a2 0 0 0
a1a6
α
0 a1 0 0 0
0 0 0 a3 0 0
a4 0 0 0 a
2
1 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = α, f
4
46 = 1, f
1
56 = 1, f
5
56 = 2α
g6,23
ǫh = 0 f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
3
36 = α


a22 0 0 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a2a7
α
0 a2 a3 0 0
0 0 0 a2 0 0
−
ǫ(a2
2
−a5)
h
0 0 0 a5 0
a6 a7
a2a7+αa3a7−a1α
2
a2α
a8 a9 1


, f436 = 1, f
4
46 = α, f
1
56 = ǫ, f
5
56 = 2α+ h
7
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,24
f123 = 1, f
3
26 = 1, f
4
36 = 1, f
1
46 = h, f
5
56 = 1


1 0 0 0 0 0
a1 1 a2 a3 0 0
ha3 + a7 − a2a6 0 1 a2 0 0
ha2 − a6 0 0 1 0 0
0 0 0 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


g6,25
f123 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = 1, f
3
36 = h


a1a2 0 0 0 0 0
−a1a7
h
a1 0 0 0 0
a2a6 0 a2 0 0 0
0 0 0 a3 a4 0
0 0 0 0 a3 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f446 = β, f
5
46 = 1, f
5
56 = β
g6,26
f123 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = 1, f
3
36 = h, f
4
46 = 1 + h


a1a2 0 0 0 0 0
−a1a7
h
a1 0 0 0 0
a2a6 0 a2 0 0 0
a3 0 0 a1a2 a4 0
a4 0 0 0 a1a2 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f546 = 1, f
1
56 = 1, f
5
56 = 1 + h
g6,27
α2 + β2 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = α+ β, f
2
26 = α, f
3
36 = β, f
4
36 = 1


a2a3 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
−αǫa4−α
2a3a7+α
2ǫa5+ǫa3−ǫa2a3
α3
0 a3 a4 a5 0
− ǫ(αa4+a3−a2a3)
α2
0 0 a3 a4 0
ǫa3(a2−1)
α
0 0 0 a3 0
a6 a7 −
a1β
a2
a8 a9 1


, αǫ = 0 , f446 = β, f
5
46 = 1, f
1
56 = ǫ, f
5
56 = β
g6,28
f123 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1, f
3
26 = 1


a21 0 0 0 0 0
a1a6 + a2a6 − a1a7 a1 a2 0 0 0
a1a6 0 a1 0 0 0
0 0 0 a3 a4 0
0 0 0 0 a3 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = 1, f
4
46 = β, f
5
46 = 1, f
5
56 = β
g6,29
f123 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1, f
3
26 = 1, f
3
36 = 1


a22 0 0 0 0 0
a1a6 − a2a7 + a2a6 a2 a1 0 0 0
a2a6 0 a2 0 0 0
a3 0 0 a
2
2 a4 0
a4 0 0 0 a
2
2 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f446 = 2, f
5
46 = 1, f
1
56 = 1, f
5
56 = 2
8
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,30
f123 = 1, f
3
26 = 1, f
4
46 = 1


a22 0 0 0 0 0
a1 a2 a3 0 0 0
a2a7 0 a2 0 0 0
0 0 0 a4 a5 0
0 0 0 0 a4 0
a6 0 a7 a8 a9 1


, f546 = 1, f
5
56 = 1
g6,31
f123 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1, f
3
26 = 1, f
3
36 = 1


a21 0 0 0 0 0
a1a6 + a2a6 − a1a7 a1 a2 a3 a4 0
a1a6 0 a1 a2 a3 0
0 0 0 a1 a2 0
0 0 0 0 a1 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f436 = 1, f
4
46 = 1, f
5
46 = 1, f
5
56 = 1
g6,32
2α+ h > γ f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
2
36 = −1


a21 + a
2
2 0 0 0 0 0
a1a6+a2a7+αa2a6−αa1a7
1+α2 a1 a2 0 0 0
a1a7−a2a6+αa1a6+αa2a7
1+α2 −a2 a1 0 0 0
ǫ(a3−a
2
1
−a2
2
)
h
0 0 a3 0 0
0 0 0 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, ǫh = 0 , f336 = α, f
1
46 = ǫ, f
4
46 = 2α+ h, f
5
56 = γ
g6,33
β ≤ 2α f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
2
36 = −1


a21 + a
2
2 0 0 0 0 0
a1a6+a2a7+αa2a6−αa1a7
1+α2 a1 a2 0 0 0
a1a7−a2a6+αa1a6+αa2a7
1+α2 −a2 a1 0 0 0
0 0 0 a3 0 0
a4 0 0 0 a
2
1 + a
2
2 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = α, f
4
46 = β, f
1
56 = 1, f
5
56 = 2α
g6,34
ǫh = 0 f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
2
36 = −1, f
3
36 = α


a21 + a
2
2 0 0 0 0 0
a2a6−a1a7−αa1a6−αa2a7
1+α2 a2 −a1 0 0 0
a1a6+a2a7+αa2a6−αa1a7
1+α2 a1 a2 0 0 0
ǫ(ha4−a3+a
2
1
+a2
2
)
h2
0 0 a3 a4 0
ǫ(a3−a
2
1
−a2
2
)
h
0 0 0 a3 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f446 = 2α+ h, f
5
46 = 1, f
1
56 = ǫ, f
5
56 = 2α+ h
g6,35
α2 + β2 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = α+ β, f
2
26 = α, f
3
36 = β


a2a4 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
a3 0 a4 0 0 0
0 0 0 a5 a6 0
0 0 −a6 a5 0
a7
a3α
a4
−a1β
a2
a8 a9 1


, f446 = γ, f
5
46 = 1, f
4
56 = −1, f
5
56 = γ
9
TABLE 1. (Continued)
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g6,36
f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
3
36 = α


a22 0 0 0 0 0
a1 a2 a3 0 0 0
a2a7
α
0 a2 0 0 0
0 0 0 a4 a5 0
0 0 0 −a5 a4 0
a6 a7
a2a7+αa3a7−α
2a1
a2α
a8 a9 1


, f446 = γ, f
5
46 = 1, f
4
56 = −1, f
5
56 = γ
g6,37
s 6= 0 f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
2
36 = −1


a21 + a
2
2 0 0 0 0 0
a1a6+a2a7+αa2a6−αa1a7
1+α2 a1 a2 0 0 0
a1a7−a2a6+αa1a6+αa2a7
1+α2 −a2 a1 0 0 0
0 0 0 a4 −a3 0
0 0 0 a3 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = α, f
4
46 = β, f
5
46 = s, f
4
56 = −s, f
5
56 = β
g6,38
f123 = 1, f
1
16 = 2α, f
2
26 = α, f
3
26 = 1, f
4
26 = 1, f
2
36 = −1


a21 + a
2
2 0 0 0 0 0
a1a6+a2a7+αa2a6−αa1a7
1+α2 a1 a2 a3 a4 0
a1a7−a2a6+αa1a6+αa2a7
1+α2 −a2 a1 −a4 a3 0
0 0 0 a1 a2 0
0 0 0 −a2 a1 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = α, f
5
36 = 1, f
4
46 = α, f
5
46 = 1, f
4
56 = −1, f
5
56 = α
g6,39
γ 6= 0 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = h+ 2


a2a5 −a2a5a8 0 0 0 0
0 a2a
2
5 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
−a2a8
a2a
2
8
2 0 a2 0 0
a3 a4 0 0 a5 0
a3a8+ha4+a4
a5
a6 a7
ha3
a5
a8 1


, f336 = γ, f
4
46 = h, f
5
56 = 1
g6,40
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = h+ 2


a2a5 −a2a5a8 0 0 0 0
0 a2a
2
5 0 0 0 0
0 0 a1 a2a
2
5 0 0
−a2a8
a2a
2
8
2 0 a2 0 0
a3 a4 0 0 a5 0
a3a8+ha4+a4
a5
a6 a7
ha3
a5
a8 1


, f236 = 1, f
3
36 = h+ 2, f
4
46 = h, f
5
56 = 1
g6,41
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = h+ 2


a2a5 −a2a5a8 0 0 0 0
0 a2a
2
5 0 0 0 0
0 0 a2 0 0 0
−a2a8
a2a
2
8
2 a1 a2 0 0
a3 a4 0 0 a5 0
a3a8+ha4+a4
a5
a6 a7
ha3
a5
a8 1


, f336 = h, f
3
46 = 1, f
4
46 = h, f
5
56 = 1
1
0
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g6,42
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1 + h, f
2
26 = h+ 2


a1a5 −a1a5a8 0 0 0 0
0 a1a
2
5 0 0 0 0
0 0 a5 0 0 0
−a1a8
a1a
2
8
2 0 a1 0 0
a2 a3 a4 0 a5 0
a2a8+ha3+a3
a5
a6 a7
ha2
a5
a8 1


, f336 = 1, f
4
46 = h, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,43
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
2
26 = 1, f
2
36 = 1


1 −a8 0 0 0 0
0 a3 0 0 0 0
0 a2 − a3a4 − a3a7a8 a3 0 0 0
−a8
a3
a2
8
2a3
0 1
a3
0 0
−a3a7 a1 a2 0 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f336 = 1, f
4
46 = −1, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,44
γ 6= 0 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 3


a23 −a
2
3a8 0 0 0 0
0 a33 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
−a3a8
a3a
2
8
2 0 a3 0 0
a3a7 − a2a8 − a3a8
2a3a4−2a3a7a8+2a2a
2
8
+3a3a
2
8
4 0 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f336 = γ, f
4
46 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,45
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 3, f
2
36 = 1


a23 −a
2
3a8 0 0 0 0
0 a33 0 0 0 0
0 a1 a
3
3 0 0 0
−a3a8
a3a
2
8
2 0 a3 0 0
a3a7 − a2a8 − a3a8
2a3a4−2a3a7a8+2a2a
2
8
+3a3a
2
8
4 0 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f336 = 3, f
4
46 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,46
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 3, f
3
36 = 1


a23 −a
2
3a8 0 0 0 0
0 a33 0 0 0 0
0 0 a3 0 0 0
−a3a8
a3a
2
8
2 a2 a3 0 0
a3a7 − a2a8 − a3a8
2a3a4−2a3a7a8+2a2a
2
8
+3a3a
2
8
4 a1 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f346 = 1, f
4
46 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,47
γ 6= 0 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a4 a2 0 0 0 0
0 a4 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
a2 a3 0 a4 0 0
a8 a5 0 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


ǫ = ±1 , f336 = γ, f
2
46 = ǫ, f
4
46 = 1
1
1
TABLE 1. (Continued)
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g6,47
γ 6= 0 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a4a5 a2a5 0 0 0 0
0 a4a
2
5 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
a2 a3 0 a4 0 0
a5a9 a5a6 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 0 1


ǫ = 0 , f336 = γ, f
4
46 = 1
g6,48
f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a4a5 a2a5 0 0 0 0
0 a4a
2
5 0 0 0 0
0 a1 a4a
2
5 0 0 0
a2 a3 0 a4 0 0
a5a9 a5a6 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 0 1


, f236 = 1, f
3
36 = 1, f
4
46 = 1
g6,49
ǫ = ±1 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a3 a1 0 0 0 0
0 a3 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
a1 a2 0 a3 0 0
a8 a5 a4 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f246 = ǫ, f
4
46 = 1, f
3
56 = 1
g6,49
ǫ = 0 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1


a3a5 a1a5 0 0 0 0
0 a3a
2
5 0 0 0 0
0 0 a5 0 0 0
a1 a2 0 a3 0 0
a5a9 a5a6 a4 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 0 1


, f226 = 1, f
4
46 = 1, f
3
56 = 1
g6,50
ǫ = 1 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
3
36 = 1


a4 a1 0 0 0 0
0 a4 0 0 0 0
0 a3 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a8 a5 0 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f226 = 1, f
2
36 = 1, f
3
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,50
ǫ = 0 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
3
36 = 1


a4a5 a1a5 0 0 0 0
0 a4a
2
5 0 0 0 0
0 0 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a5a9 a5a6 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 0 1


, f226 = 1, f
3
46 = 1, f
4
46 = 1
1
2
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g6,50
ǫ = −1 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
1
16 = 1, f
3
36 = 1


a4 a1 0 0 0 0
0 a4 0 0 0 0
0 −a3 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a8 a5 0 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f226 = 1, f
2
36 = −1, f
3
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,51
ǫ = 1 f215 = 1, f
1
45 = 1


a4 a2 0 0 0 0
0 a4 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
a2 a3 0 a4 0 0
a5 a6 0 a7 1 0
a7 a8 a9 0 0 1


, f336 = 1, f
2
46 = 1
g6,51
ǫ = −1 f215 = 1, f
1
45 = 1


a4 a2 0 0 0 0
0 a4 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
a2 a3 0 a4 0 0
a5 a6 0 −a7 1 0
a7 a8 a9 0 0 1


, f336 = 1, f
2
46 = −1
g6,52
ǫ = 1 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
3
36 = 1


1 −a8 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
−a8 a4 − a5 0 1 0 0
a2 a3 0 a4 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f246 = 1, f
4
56 = 1
g6,52
ǫ = 0 f215 = 1, f
1
45 = 1


a25 −a
2
5a9 0 0 0 0
0 a35 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
−a5a9 −a5a6 0 a5 0 0
a2 a3 0 a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 0 1


, f336 = 1, f
4
56 = 1
g6,52
ǫ = −1 f215 = 1, f
1
45 = 1, f
3
36 = 1


1 −a8 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 a1 0 0 0
−a8 −a4 − a5 0 1 0 0
a2 a3 0 a4 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f246 = −1, f
4
56 = 1
1
3
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g6,53
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
3
36 = 1


a1a5 a2a5 0 0 0 0
a3a5 a4a5 0 0 0 0
a1a10 a2a10 a1 a2 0 0
a3a10 a4a10 a3 a4 0 0
a5a8 a5a9 0 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f446 = 1, f
5
56 = −1
g6,54
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = λ


a1a6 0 0 0 0 0
0 a3a6 0 0 0 0
a1a2
a3
0 a1 0 0 0
0 a2 0 a3 0 0
a4 a5 0 0 a6 0
a7 a8
a4(1−γ)
a6
a5(λ−γ)
a6
−a2γ
a3
1


, f336 = 1− γ, f
4
46 = λ− γ, f
5
56 = γ
g6,55
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1 + γ


a1a5 0 0 0 0 0
0 a1a
2
5 0 0 0 0
a3
a5
0 a1 0 0 0
a2 a3 0 a1a5 0 0
a4 a5a8 0 0 a5 0
a6 a7
a4(1−γ)
a5
a8 −
a3γ
a1a5
1


, f336 = 1− γ, f
1
46 = 1, f
4
46 = 1, f
5
56 = γ
g6,56
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1− γ


a3a
2
6 0 0 0 0 0
0 a3a6 0 0 0 0
a2a6 a1 a3a6 0 0 0
0 a2 0 a3 0 0
a4 a5 0 0 a6 0
a7 a8
a4(1−γ)
a6
a5(1−2γ)
a6
−a2γ
a3
1


, f236 = 1, f
3
36 = 1− γ, f
4
46 = 1− 2γ, f
5
56 = γ
g6,57
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 2γ


a2a6 0 0 0 0 0
0 a26 0 0 0 0
a1 0 a2 0 0 0
0 a1a6
a2
0 a6 0 0
a3 a4 0 a5 a6 0
a7 a8
a3(1−γ)
a6
− γa1a5+a1a6−γa2a4
a2a6
−a1γ
a2
1


, f336 = 1− γ, f
4
46 = γ, f
4
56 = 1, f
5
56 = γ
g6,58
ω = 1 f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 3, f
2
26 = 2, f
2
36 = 1


a33 0 0 0 0 0
0 a23 0 0 0 0
−a23a8 a1 a
2
3 0 0 0
0 −a3a8 0 a3 0 0
a3a6
2 a3a7 − a2a8 − a3a8 0 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f336 = 2, f
4
46 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
1
4
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g6,58
ω = 0 f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 3, f
2
26 = 2, f
2
36 = 1


a2a
2
4 0 0 0 0 0
0 a2a4 0 0 0 0
−a2a4a9 a1 a2a4 0 0 0
0 −a2a9 0 a2 0 0
a4a7
2 a4a8 − a3a9 0 a3 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f336 = 2, f
4
46 = 1, f
5
56 = 1
g6,59
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
3
36 = 1


a2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
a1 0 a2 0 0 0
0 a3 0 1 0 0
a7 a4 0 ha3 + a8 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f246 = 1, f
4
56 = h
g6,60
ω = 1 f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 2


a3 0 0 0 0 0
0 a23 0 0 0 0
−a8 0 1 0 0 0
a2 − a3a6 −a3a8 0 a3 0 0
a1 a3a7 − a2a8 − a3a8 0 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f146 = 1, f
4
46 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,60
ω = 0 f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 2


a1a4 0 0 0 0 0
0 a1a
2
4 0 0 0 0
−a1a9 0 a1 0 0 0
a2 −a1a4a9 0 a1a4 0 0
a3 a4a8 − a4a7a9 0 a4a7 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f146 = 1, f
4
46 = 1, f
5
56 = 1
g6,61
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 2λ


a23 0 0 0 0 0
0 a1a3 0 0 0 0
−a3a8 0 a3 0 0 0
0 −a1a8 0 a1 0 0
a3a6 − a2a8 − a3a8
a3a7
2λ−1 a2 0 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f336 = 1, f
4
46 = 2λ− 1, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,62
ω = 1 f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1


a23 0 0 0 0 0
0 a3 0 0 0 0
−a3a8 −a3a7 + a2 a3 0 0 0
0 −a8 0 1 0 0
a3a6 − a2a8 − a3a8 a1 a2 0 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f236 = 1, f
3
36 = 1, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
1
5
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g6,62
ω = 0 f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1


a2a
2
4 0 0 0 0 0
0 a2a4 0 0 0 0
−a2a4a9 a1 a2a4 0 0 0
0 −a2a9 0 a2 0 0
a4a7 − a4a8a9 a3 a4a8 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f236 = 1, f
3
36 = 1, f
5
56 = 1
g6,63
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = λ


a2 0 0 0 0 0
0 a4 0 0 0 0
a1 0 a2 0 0 0
0 a3 0 a4 0 0
a8 a5 0 0 1 0
a6 a7 a8 λa5 0 1


, f336 = 1, f
2
46 = 1, f
4
46 = λ
g6,64
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a3 ha6 0 0 0 0
a6 a3 0 0 0 0
a1 a2 a3 ha6 0 0
a4 a5 a6 a3 0 0
a9 a10 0 0 1 0
a7 a8 a9 a10 0 1


, f236 = h, f
3
36 = 1, f
1
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,65
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = λ, f
2
16 = 1


a2a5 a3a5 0 0 0 0
0 a2a5 0 0 0 0
a1
a1a3
a2
a2 a3 0 0
0 a1 0 a2 0 0
a5a8 − λa4 + γa4 a4 0 0 a5 0
a6 a7
λa5a8+2λγa4−γa5a8−λ
2a4−γ
2a4
a5
a8 −
a1γ
a2
1


, f436 = 1, f
2
26 = λ, f
3
36 = λ− γ
, f446 = λ− γ, f
5
56 = γ
g6,66
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
16 = 1


a23 a1a3 0 0 0 0
0 a23 0 0 0 0
−a3a8 −a1a8 a3 a1 0 0
0 −a3a8 0 a3 0 0
a3a6 − a1a8 − a3a8 a3a7 + a3a8 − a3a6 − a2a8 a1 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f226 = 2, f
3
36 = 1, f
4
36 = 1
, f446 = 1, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,67
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2, f
2
16 = 1


a1a4 a2a4 0 0 0 0
0 a1a4 0 0 0 0
−a1a9 −a2a9 a1 a2 0 0
0 −a1a9 0 a1 0 0
a4a7 + ha4a9 − ha1a9 a4a8 − a3a9 − a4a7 − ha4a9 h(a1 − a4) a3 a4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1

, f226 = 2, f336 = 1, f436 = 1
, f446 = 1, f
4
56 = h, f
5
56 = 1
1
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Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,68
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1


a3 a4 0 0 0 0
0 a3 0 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
ca4 a1 0 a3 0 0
a8 − a5 a5 0 0 1 0
a6 a7 a8 − a5 a8 0 1


, f216 = 1, f
2
26 = 1, f
3
36 = 1
, f436 = 1, f
1
46 = c, f
4
46 = 1
g6,69
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1


a3a6 a4a6 0 0 0 0
0 a3a6 0 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a3(a6−1)
2
a4a6+a4+2a1
2 0 a3 0 0
a6a9 − a5 a5 0 0 a6 0
a7 a8
a6a9−a5
a6
a9
(a6−1)
2 1


, f216 = 1, f
2
26 = 1, f
3
36 = 1
, f436 = 1, f
2
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,70
f135 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = p, f
2
16 = 1


a1a4 a2a4 0 0 0 0
−a2a4 a1a4 0 0 0 0
−a1a8
γ
−a2a8
γ
a1 a2 0 0
a2a8
γ
−a1a8
γ
−a2 a1 0 0
a4a7 − pa3 + γa3 a3 0 0 a4 0
a5 a6
pa4a7+2pγa3−γa4a7−p
2a3−γ
2a3−a3
a4
a7 a8 1

, f126 = −1, f226 = p, f436 = 1
, f336 = p− γ, f
3
46 = −1
, f446 = p− γ, f
5
56 = γ
g6,71
f125 = 1, f
2
35 = 1, f
2
26 = h+ 2, f
3
45 = 1


a1a
3
5 0 0 0 0 0
−a1a7a
2
5 a1a
2
5 0 0 0 0
a1a5a
2
7
2 −a1a7a5 a1a5 0 0 0
−
a1a
3
7
6
a1a
2
7
2 −a1a7 a1 0 0
a2 a3 a4 0 a5 0
a6
a3a7+ha2+2a2
a5
a4a7+ha3+a3
a5
ha4
a5
a7 1


, f336 = h+ 1, f
1
16 = h+ 3
, f446 = h, f
5
56 = 1
g6,72
f125 = 1, f
2
35 = 1, f
3
45 = 1


a42 0 0 0 0 0
−a7a
3
2 a
3
2 0 0 0 0
a2
2
a2
7
2 −a7a
2
2 a
2
2 0 0 0
−
a3
7
a2
2
a2
7
a2
2 −a2a7 a2 0 0
12a2a4−6a7a2a5+6a2a6a
2
7
−6a1a
3
7
−11a2a
3
7
36
2a2a5−2a7a2a6+2a1a
2
7
+3a2a
2
7
4 a2a6 − a1a7 − a2a7 a1 a2 0
a3 a4 a5 a6 a7 1


, f116 = 4, f
2
26 = 3, f
3
36 = 2
, f446 = 1, f
4
56 = 1, f
5
56 = 1
1
7
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,73
ǫ = 1 f125 = 1, f
2
35 = 1, f
3
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a4 0 0 0 0 0
a3 a4 0 0 0 0
a2 a3 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a6 − a8 a7 a8 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f136 = 1, f
3
36 = 1, f
2
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,73
ǫ = −1 f125 = 1, f
2
35 = 1, f
3
45 = 1, f
1
16 = 1, f
2
26 = 1


a4 0 0 0 0 0
a3 a4 0 0 0 0
a2 a3 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a6 + a8 a7 a8 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f136 = −1, f
3
36 = 1, f
2
46 = −1, f
4
46 = 1
g6,74
f125 = 1, f
2
35 = 1, f
3
45 = 1, f
1
16 = 1


a4a
3
5 0 0 0 0 0
a3a
2
5 a4a
2
5 0 0 0 0
a2a5 a3a5 a4a5 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a5a7 a5a8 a5a9 0 a5 0
a6 a7 a8 a9 0 1


, f226 = 1, f
3
36 = 1, f
4
46 = 1
g6,75
f125 = 1, f
2
35 = 1, f
3
45 = 1, f
1
16 = 1


a4 0 0 0 0 0
a3 a4 0 0 0 0
a2 a3 a4 0 0 0
a1 a2 a3 a4 0 0
a6 a7 a8 0 1 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f226 = 1, f
3
36 = 1, f
1
46 = 1, f
4
46 = 1
g6,76
f324 = 1, f
1
25 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2h+ 1


a2a
2
4 0 0 0 0 0
a1a4 a2a4 −a2a4a7 0 0 0
0 0 a22a4 0 0 0
a2
1
2a2
a1
a2a3−a1a4a7
a4
a2 0 0
a3 a4a7 −
a4a
2
7
2 0 a4 0
a5
a2a3+ha2a3−ha1a4a7
a2a4
a6 a7 −
ha1
a2
1


, f226 = h+ 1, f
3
36 = h+ 2, f
4
46 = 1, f
5
56 = h
g6,77
ǫ = ±1 f324 = 1, f
1
25 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 1


a3 0 0 0 0 0
a2 a3 −a3a7 0 0 0
0 0 a23 0 0 0
a1 a2 a3a5 − a2a7 a3 0 0
a5 a7 −
a2
7
2 0 1 0
a4 a5 a6 a7 0 1


, f226 = 1, f
3
36 = 2, f
1
46 = ǫ, f
4
46 = 1
1
8
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,78
f324 = 1, f
1
25 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = −1


a3 0 0 0 0 0
a7 1 −a6 0 0 0
0 0 1
a3
0 0 0
a2
7
2a3
a7
a3
a1
1
a3
0 0
a2 a3a6 −
a3a
2
6
2 0 a3 0
a4 a6a7 a5 a6 a7 1


, f336 = 1, f
3
46 = 1, f
4
46 = 1, f
5
56 = −1
g6,79
f324 = 1, f
1
25 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 3


a31 0 0 0 0 0
(a6 − a7)a
2
1 a
2
1 −a6a
2
1 0 0 0
a2a
2
1 0 a
3
1 0 0 0
2a2a4−2a2a6a7+2a1a
2
7
−4a1a6a7+a2a
2
6
+2a1a
2
6
4 a1a6 + a2a6 − a1a7
2a1a4−2a2a
2
6
+2a1a6a7−3a1a
2
6
4 a1 a2 0
2a1a4+a1a
2
6
−2a1a6a7
4 a1a6 −
a1a
2
6
2 0 a1 0
a3 a4 a5 a6 a7 1


, f226 = 2, f
1
36 = 1, f
3
36 = 3
, f446 = 1, f
5
46 = 1, f
5
56 = 1
g6,80
f324 = 1, f
1
25 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2


a1a
2
4 0 0 0 0 0
−a1a4a8 a1a4 −a1a2 0 0 0
0 0 a21a4 0 0 0
a1a
2
8
2 −a1a8 a1a6 a1 0 0
a4a6 − a2a8 a2 a3 0 a4 0
a5 a6 a7 0 a8 1


, f226 = 1, f
3
36 = 1, f
5
56 = 1
g6,81
ǫ = ±1 f324 = 1, f
1
25 = 1, f
2
45 = 1, f
1
16 = 2


a23 0 0 0 0 0
−a3a7 a3 −a1 0 0 0
0 0 a3 0 0 0
a2
7
2 −a7 a5 1 0 0
a3a5 − a1a7 a1 a2 0 a3 0
a4 a5 a6 0 a7 1


, f226 = 1, f
3
36 = 1, f
3
56 = ǫ, f
5
56 = 1
g6,82
α = 2 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = 2


a3a7 0 0 0 0 0
a1
a3a7
a5
0 0 0 0
a2 0 a3 0 0 0
a4 0 0 a5 0 0
a6 0 0 0 a7 0
a8
a4(λ+1)
a5
a6(λ1+1)
a7
a1a5(λ−1)
a3a7
a2(λ1−1)
a3
1


, f226 = λ+ 1, f
3
36 = λ1 + 1
, f446 = 1− λ, f
5
56 = 1− λ1
1
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Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,82
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = λ


a3a7 0 0 0 0 0
a1
a3a7
a5
0 0 0 0
a2 0 a3 0 0 0
a4 0 0 a5 0 0
a6 0 0 0 a7 0
a8
a4λ
a5
a6λ1
a7
a1a5λ
a3a7
a2λ1
a3
1


, f336 = λ1, f
4
46 = −λ, f
5
56 = −λ1
g6,83
α 6= 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = α


a2a5 0 0 0 0 0
a1 a2 −
a2a4
a5
0 0 0
2a2a8
2λ−α 0 a2 0 0 0
2a5a7
2λ+α 0 0 a5 0 0
a3 0 0 a4 a5 0
a6 a7
−2αa4a7+4αλa3+α
2a3−4λa4a7+4a3λ
2+4a5a7
2a5(α+2λ)
−2αa2a4a8−4αλa1a5+4λ
2a1a5+α
2a1a5+4λa2a4a8+4a2a5a8
2a2a5(2λ−α)
a8 1

, f226 = α2 + λ, f326 = 1
, f336 =
α
2 + λ, f
4
46 =
α
2 − λ
, f456 = −1, f
5
56 =
α
2 − λ
g6,83
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = λ


a1a3 0 0 0 0 0
−a1(a3a8−λa3a7+λa2a8)
λ2a3
a1 −
a1a2
a3
0 0 0
a1a8
λ
0 a1 0 0 0
a3a5
λ
0 0 a3 0 0
λa2a5−a3a5+λa3a6
λ2
0 0 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f456 = −1, f
3
36 = λ, f
4
46 = −λ
, f556 = −λ, f
3
26 = 1
g6,84
f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = 1


a24 0 0 0 0 0
a2
4
a8
a1
a2
4
a1
0 0 0 0
−a4a7 0 a4 0 0 0
a1a6 0 0 a1 0 0
a2 0 a3 0 a4 0
a5 a6 a7 a8 0 1


, f446 = −1, f
3
56 = 1
g6,85
f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = 1 + λ


a25 0 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0 0
−a5a8 0 a5 0 0 0
a3 0 0
a2
5
a2
0 0
a5a7 − a4a8 − a5a8 0 a4 0 a5 0
a6
a2a3(λ+1)
a2
5
a7
a1(λ−1)
a2
a8 1


, f116 = 2, f
3
36 = 1, f
5
56 = 1
, f446 = 1− λ, f
3
56 = 1
2
0
TABLE 1. (Continued)
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g6,86
f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1


a1a5 0 0 0 0 0
a2a5a7−a1a5a9−a1a5a10+a1a4a10
a5
a1 −
a1a4
a5
a2 0 0
−a1a10 0 a1 0 0 0
a5a7 0 0 a5 0 0
a4a7 − a5a7 + a5a8 − a3a10 0 a3 a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


, f326 = 1, f
3
36 = 1, f
4
46 = 1, f
4
56 = −1, f
5
56 = 1
g6,87
f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = 2, f
2
26 = 1, f
5
26 = 1


a21 0 0 0 0 0
2a1a2a5+2a1a3a6−2a
2
1
a7−a
2
3
a8+2a
2
1
a5+a
2
3
a5−2a1a3a8+2a
2
1
a6−2a
2
1
a8+2a1a3a5
2a1
a1
a2
3
2a1
a2 a3 0
a1a5 − a1a8 + a3a5 0 a1 a3 0 0
a1a5 0 0 a1 0 0
2a2
1
a5+a
2
3
a5−2a1a3a8+2a
2
1
a6−2a
2
1
a8+2a1a3a5
2a1
0 a3
a2
3
2a1
a1 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f336 = 1, f
4
36 = 1, f
4
46 = 1, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,88
α 6= 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = α, f
2
26 =
α
2 + µ0, f
3
26 = ν0


a1(a
2
2
+a2
3
)
a3
0 0 0 0 0
2a1(2µ0a3a7−2µ0a2a8−2ν0a2a7−2ν0a3a8−αa3a7+αa2a8)
a3(4µ20−4αµ0+4ν
2
0
+α2)
a1 −
a1a2
a3
0 0 0
− 2a1(−2µ0a2a7−2µ0a3a8−2ν0a3a7+2ν0a2a8+αa2a7+αa3a8)
a3(4µ20−4αµ0+4ν
2
0
+α2)
a1a2
a3
a1 0 0 0
− 2(−2µ0a3a5+2µ0a2a6−2ν0a2a5−2ν0a3a6−αa3a5+αa2a6)
4µ2
0
+4αµ0+4ν20+α
2 0 0 a3 −a2 0
2(2µ0a2a5+2µ0a3a6−2ν0a3a5+2ν0a2a6+αa2a5+αa3a6)
4µ2
0
+4αµ0+4ν20+α
2 0 0 a2 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f236 = −ν0, f
3
36 =
α
2 + µ0, f
4
46 =
α
2 − µ0
, f546 = ν0, f
4
56 = −ν0, f
5
56 =
α
2 − µ0
g6,88
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = µ0, f
3
26 = ν0


a1(a
2
2
+a2
3
)
a2
0 0 0 0 0
a1(−µ0a3a8+µ0a2a7−ν0a3a7−ν0a2a8)
a2(µ20+ν
2
0
)
a1 −
a1a3
a2
0 0 0
a1(−ν0a3a8+ν0a2a7+µ0a3a7+µ0a2a8)
a2(µ20+ν
2
0
)
a1a3
a2
a1 0 0 0
ν0a3a5+ν0a2a6−µ0a3a6+µ0a2a5
µ2
0
+ν2
0
0 0 a2 −a3 0
µ0a3a5+µ0a2a6+ν0a3a6−ν0a2a5
µ2
0
+ν2
0
0 0 a3 a2 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f446 = −µ0, f
2
36 = −ν0, f
3
36 = +µ0
, f546 = ν0, f
4
56 = −ν0, f
5
56 = −µ0
g6,89
α 6= 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = α, f
2
26 =
α
2 + s, f
5
36 = ν0


a23 + a
2
4 0 0 0 0 0
2a7(a
2
3
+a2
4
)
a2(2s−α)
a2
3
+a2
4
a2
0 0 0 0
− 2(αa3a6+αa4a8+2ν0a3a8−2ν0a4a6)
4ν2
0
+α2
0 a4 0 −a3 0
a1 0 0 a2 0 0
− 2(αa3a8−αa4a6−2ν0a3a6−2ν0a4a8)
4ν2
0
+α2
0 a3 0 a4 0
a5
a1(2s+α)
2a2
a6 a7 a8 1


, f336 =
α
2 , f
4
46 =
α
2 − s, f
3
56 = −ν0, f
5
56 =
α
2
2
1
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,89
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = s, f
5
36 = ν0


a23 + a
2
4 0 0 0 0 0
a7(a
2
3
+a2
4
)
a2s
a2
3
+a2
4
a2
0 0 0 0
a4a6−a3a8
ν0
0 a4 0 −a3 0
a1 0 0 a2 0 0
a3a6+a4a8
ν0
0 a3 0 a4 0
a5
a1s
a2
a6 a7 a8 1


, f446 = −s, f
3
56 = −ν0
g6,90
α 6= 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = α, f
2
26 =
α
2


a21 − a
2
2 0 0 0 0 0
2(2a1a5−2a2a7+αa2a5−αa1a7)
α2−4 a1 0 a2 0 0
− 2(rαa6+αa3a8−2ν0a3a6+2rν0a8)
α2+4ν2
0
0 a3 0 −r 0
2(2a2a5−2a1a7+αa1a5−αa2a7)
α2−4 a2 0 a1 0 0
− 2(rαa8−αa3a6−2ν0a3a8−2rν0a6)
α2+4ν2
0
0 r 0 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f426 = 1, f
3
36 =
α
2 , f
5
36 = ν0, f
2
46 = 1
, f446 =
α
2 , f
3
56 = −ν0, f
5
56 =
α
2
r = Rootof(z2 + a22 + a
2
3 − a
2
1)
g6,90
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
4
26 = 1, f
5
36 = ν0


a24 − a
2
3 0 0 0 0 0
a3a8 − a4a7 a4 0 a3 0 0
a1 0 r 0 a2 0
a4a8 − a3a7 a3 0 a4 0 0
a5 0 −a2 0 r 0
a6 a7
ν0(a1r−a2a5)
a2
4
−a2
3
a8
ν0(a5r+a1a2)
a2
4
−a2
3
1


, ν0 6= 1 , f
2
46 = 1, f
3
56 = −ν0
r = Rootof(z2 + a22 + a
2
3 − a
2
4)
g6,91
f124 = 1, f
1
35 = 1, f
4
26 = 1, f
5
36 = 1


a21 − a
2
2 0 0 0 0 0
a2a7 − a1a5 a1 0 a2 0 0
a3a6 + ra8 0 a3 0 r 0
a1a7 − a2a5 a2 0 a1 0 0
a3a8 − ra6 0 −r 0 a3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1


, f246 = 1, f
3
56 = −1
r = Rootof(z2 + a23 + a
2
2 − a
2
1)
g6,92 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = α, f
2
26 =
α
2 , f
3
26 = ν0 See the appendix
α 6= 0 , f236 = −µ0, f
3
36 =
α
2 , f
5
46 = µ0
, f446 =
α
2 , f
4
56 = −ν0, f
5
56 =
α
2
g6,92 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
3
26 = ν0, f
2
36 = −µ0 See the appendix
α = 0 , f546 = µ0, f
4
56 = −ν0
2
2
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g∗6,92
p 6= 0 f524 = 1, f
5
13 = 1, f
1
16 = p


r 0 a1 0
pa1a4+ra4+a1a6−pra6
1+p2 0
0 a2 0 a3
a3a7+pa3a5−pa2a7+a2a5
1+p2 0
−a1 0 r 0
−a1a4+ra6+pra4+pa1a6
1+p2 0
0 −a3 0 a2
pa2a5+pa3a7+a2a7−a3a5
1+p2 0
0 0 0 0 a22 + a
2
3 0
a4 a5 a6 a7 a8 1

, f316 = 1, f226 = p, f426 = 1
, f136 = −1, f
3
36 = p, f
2
46 = −1
, f446 = p, f
5
56 = 2p r = Rootof(z
2 + a21 − a
2
2 − a
2
3)
g∗6,92
p = 0 f524 = 1, f
5
13 = 1


r a1 0 −a3 a1a6 − a3a8 + ra5 0
−a1a2+a3a4
r
a2
a1a4−a2a3
r
−a4
−a3a4a5−a1a2a5+ra2a6+a1a4a7−a2a3a7−ra4a8
r
0
0 a3 r a1 a3a6 + a1a8 + ra7 0
a2a3−a1a4
r
a4 −
a1a2+a3a4
r
a2
−a1a4a5+a2a3a5+ra4a6−a3a4a7−a1a2a7+ra2a8
r
0
0 0 0 0 a21 + a
2
2 + a
2
3 + a
2
4 0
a5 a6 a7 a8 a9 1


, f316 = 1, f
4
26 = 1
, f136 = −1, f
2
46 = −1 r = Rootof(z
2 − a22 − a
2
4)
g6,93 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
1
16 = α See the appendix
, f226 =
α
2 , f
4
26 = 1, f
5
26 = ν0
α 6= 0 , f436 = ν0, f
3
36 =
α
2 , f
2
46 = 1
, f346 = −ν0, f
4
46 =
α
2
, f256 = −ν0, f
5
56 =
α
2
g6,93
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1


−a22 + 2a
2
2ν
2
0 + 2ν
2
0a1a2 + a
2
3 − 2a
2
3ν
2
0 + 2a3ν
2
0r 0 0 0 0 0
−ν0a3a5+ν0a2a7+a6r−a1a8+a5ν0r+a1a7ν0
ν0
a3 ν0(r − a3) a2 ν0(a1 + a2) 0
ν2
0
a2a8+ν
2
0
a1a8+ν
2
0
a3a6−a6ν
2
0
r+a6r−a1a8+a5ν0r+a1a7ν0
ν2
0
ν0(a3 − r) r ν0(a1 + a2) a1 0
− ν0a2a5−ν0a3a7+ν0a1a5+ν0a7r+a1a6−ra8
ν0
a2 −ν0(a1 + a2) a3 ν0(a3 − r) 0
−
−ν0a1a5−ν0a7r−a1a6+a8r+a2a6ν
2
0
+a1a6ν
2
0
+a3a8ν
2
0
−a8rν
2
0
ν2
0
−ν0(a1 + a2) a1 −ν0(a3 − r) r 0
a4 a5 a6 a7 a8 1

, f
4
26 = 1, f
5
26 = ν0
, f436 = ν0, f
2
46 = 1
, f346 = −ν0, f
2
56 = −ν0
r = Rootof(z2 + a22 − a
2
1 − a
2
3)
g6,94
f134 = 1, f
1
25 = 1, f
2
35 = 1


a1a
2
4 0 0 0 0 0
−a1a4a7 a1a4 0 0 0 0
a1a
2
7
−a1a6
2 −a1a7 a1 0 0 0
a3a4 0 0 a
2
4 0 0
a2 a3 0 0 a4 0
a5
a3a7+λa2+a2
a4
λa3
a4
a6 a7 1


, f116 = λ+ 2, f
2
26 = λ+ 1
, f336 = λ, f
4
46 = 2, f
5
56 = 1
2
3
TABLE 1. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
g6,95
f134 = 1, f
1
25 = 1, f
2
35 = 1, f
1
16 = 2


a23 0 0 0 0 0
−a3a8 a3 0 0 0 0
a2
8
−a7
2 −a8 1 0 0 0
a1 0 0 a
2
3 0 0
a3a5 − a2a8 a2 0 0 a3 0
a4 a5 0 a7 a8 1


, f226 = 1, f
1
46 = 1, f
4
46 = 2, f
5
56 = 1
g6,96
f134 = 1, f
1
25 = 1, f
2
35 = 1, f
1
16 = 3, f
2
26 = 2


a32 0 0 0 0 0
−a22a7 a
2
2 0 0 0 0
a2
7
a2−a6a2
2 −a2a7 a2 0 0 0
a22a5 − a1a2a7 − a
2
2a7 a1a2 0 a
2
2 0 0
2a2a4−2a1a6−a2a6−2a2a5a7+2a1a
2
7
+3a2a
2
7
4 a2a5 − a1a7 − a2a7 a1 0 a2 0
a3 a4 a5 a6 a7 1


, f336 = 1, f
2
46 = 1, f
4
46 = 2, f
3
56 = 1, f
5
56 = 1
g6,97
f134 = 1, f
1
25 = 1, f
2
35 = 1, f
1
16 = 4


a42 0 0 0 0 0
−a32a7 a
3
2 0 0 0 0
2a1a5−2a
2
2
a6+2a
2
2
a2
7
+a2
2
a5
4 −a
2
2a7 a
2
2 a1 0 0
a2
2
a5
2 0 0 a
2
2 0 0
2a2a4−a2a5a7
6
a2a5
2 0 0 a2 0
a3 a4 a5 a6 a7 1


, f226 = 3, f
3
36 = 2, f
4
36 = 1, f
4
46 = 2, f
5
56 = 1
g6,98
f134 = 1, f
1
25 = 1, f
2
35 = 1, f
1
16 = 1, f
1
26 = h


a2 0 0 0 0 0
a2(a3h−a7)
h
a2 0 0 0 0
a1 −
a2a7
h
a2 0 0 0
a6 0 0 1 0 0
a5 + a3a6 a6 0 a3 1 0
a4 a5 a6 a7 0 1


, f226 = 1, f
3
36 = 1, f
4
56 = h
g6,99
f134 = 1, f
1
25 = 1, f
2
35 = 1, f
3
45 = 1, f
1
16 = 5


a51 0 0 0 0 0
−a41a6 a
4
1 0 0 0 0
a3
1
a2
6
−a3
1
a5
2 −a
3
1a6 a
3
1 0 0 0
2a2
1
a4+2a
2
1
a5a6−a
2
1
a3
6
6
a2
1
a2
6
2 −a
2
1a6 a
2
1 0 0
6a1a3−3a1a
2
5
−2a1a4a6+a1a5a
2
6
24
2a1a4−a1a5a6
6
a1a5
2 0 a1 0
a2 a3 a4 a5 a6 1


, f226 = 4, f
3
36 = 3, f
4
46 = 2, f
5
56 = 1
2
4
TABLE 2: The automorphism groups of six dimensional solvable real Lie algebras with nilradical 4
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N
αβγδ
6,1
αβ 6= 0 f313 = α, f
4
14 = γ, f
6
16 = 1, f
3
23 = β


1 0 a2α
β
a3γ
δ
0 a1
0 1 a2 a3 a4 0
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 0
0 0 0 0 0 a8


γ2 + δ2 6= 0 , f424 = δ, f
5
25 = 1
N
αβγ
6,2
α2 + β2 6= 0 f313 = α, f
4
14 = 1, f
6
15 = 1, f
3
23 = β


1 0 a3α
β
a1 0 a2
0 1 a3 γa1 a2 a4
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f424 = γ, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1
Nα6,3
f313 = 1, f
4
14 = 1, f
6
15 = 1, f
3
23 = α


1 0 −αa1 + a2 a1 0 a3
0 1 −α2a1 + αa2 a2 a3 a4
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f423 = 1, f
4
24 = α, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1
N
αβ
6,4
α 6= 0 f313 = 1, f
4
14 = 1, f
6
15 = 1, f
4
23 = 1


1 0 a1 a2 0 a3
0 1 −a2 a1 αa3 a4
0 0 a6 −a5 0 0
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f324 = −1, f
5
25 = α, f
6
25 = β, f
6
26 = α
N
αβ
6,5
αβ 6= 0 f313 = α, f
5
15 = 1, f
6
15 = 1, f
6
16 = 1


1 0 αa3
β
0 a1 a2
0 1 a3 a4 0 0
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f323 = β, f
4
24 = 1
N
αβ
6,6
α2 + β2 6= 0 f313 = α, f
4
14 = α, f
5
15 = 1, f
6
15 = 1, f
6
16 = 1


1 0 αa3 α(a4 − a3) a1 a2
0 1 a3 a4 0 βa1
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f323 = 1, f
4
23 = 1, f
4
24 = 1, f
6
25 = β
2
5
TABLE 2. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N
αβγ
6,7
α2 + β2 6= 0 f313 = α, f
4
14 = α, f
5
15 = 1, f
6
15 = 1, f
6
16 = 1


1 0 α(γa3+a4)1+γ2
α(γa4−a3)
1+γ2 a1 a2
0 1 a3 a4 0 βa1
0 0 a5 a6 0 0
0 0 −a6 a5 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f323 = γ, f
4
23 = 1, f
3
24 = −1, f
4
24 = γ, f
6
25 = β
N6,8
f313 = 1, f
6
14 = 1, f
4
24 = 1, f
5
25 = 1


1 0 a1 0 0 a2
0 1 0 a2 a3 a4
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 0 a7
0 0 0 0 a6 a8
0 0 0 0 0 a6


, f625 = 1, f
6
26 = 1
Nα6,9
f313 = 1, f
6
14 = 1, f
4
24 = 1, f
5
24 = 1


1 0 a1 0 0 a2
0 1 0 a2 a3 a4
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 a7 a8
0 0 0 0 a6 αa7
0 0 0 0 0 a6


, f525 = 1, f
6
25 = α, f
6
26 = 1
N
αβ
6,10
f313 = α, f
4
14 = 1, f
6
14 = β, f
5
15 = 1


1 0 αa4 a1 a2 a3
0 1 a4 0 a1 a2
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 a7 a8
0 0 0 0 a6 a7
0 0 0 0 0 a6


, f616 = 1, f
3
23 = 1, f
5
24 = 1, f
6
25 = 1
Nα6,11
f413 = 1, f
5
15 = 1, f
6
15 = 1, f
6
16 = 1


1 0 0 a3 a1 a2
0 1 a3 a4 αa1 α(a2 − a1)
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f323 = 1, f
4
24 = 1, f
5
25 = α, f
6
26 = α
N
αβ
6,12
f313 = 1, f
4
13 = 1, f
4
14 = 1, f
5
15 = 1, f
6
15 = 1


1 0 a1 a2 −a3 −βa3 + αa1 − a3 − a4
0 1 a3 a4 a1 −a1 − αa3 − βa1 + a2
0 0 a5 a6 a7 a8
0 0 0 a5 0 a7
0 0 −a7 −a8 a5 a6
0 0 0 −a7 0 a5

, f616 = 1, f423 = α, f523 = 1, f625 = α, f426 = −1
, f623 = −β, f
6
24 = 1, f
3
25 = −1, f
4
25 = β
2
6
TABLE 2. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N
αβγδ
6,13
α2 + β2 6= 0 f313 = α, f
4
14 = γ, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1


1 0 a1
a3γ
δ
−a4 a2
0 1 a1β
α
a3 a2 a4
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 −a8 a7


γ2 + δ2 6= 0 , f323 = β, f
4
24 = δ, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1
N
αβγ
6,14
αβ 6= 0 f313 = α, f
5
15 = γ, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1


1 0 a3α
β
0 a1 a2
0 1 a3 a4 0 0
0 0 a5 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 −a8 a7


, f616 = γ, f
3
23 = β, f
4
24 = 1
N
αβγδ
6,15
β 6= 0 f313 = 1, f
4
14 = 1, f
5
15 = α, f
6
15 = β


1 0 a1 γa1 − a3 −
−a2αδ+a4(α
2+β2)
δβ
a2
0 1 a3 γ
2a1 − γa3 + a1 −
−δa2+αa4
β
a4
0 0 a6 −a5 0 0
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 0 a8 −a7
0 0 0 0 a7 a8

, f516 = −β, f616 = α, f323 = γ, f423 = 1
, f324 = −1, f
4
24 = γ, f
5
25 = δ, f
6
26 = δ
N
αβ
6,16
f413 = 1, f
5
15 = α, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1, f
6
16 = α


1 0 0 a2 −
a4+α
2a4−αβa1
β
a1
0 1 a2 a3 βa1 − αa4 a4
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 −a8 a7


, f323 = 1, f
4
24 = 1, f
5
25 = β, f
6
26 = β
Nα6,17
f313 = α, f
4
13 = 1, f
4
14 = α, f
6
15 = 1


1 0 a1 a2 −a4 a3
0 1 0 0 a3 a4
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 a5 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 −a8 a7


, f516 = −1, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1
N
αβγ
6,18
β 6= 0 f413 = 1, f
3
14 = −1, f
5
15 = α, f
6
15 = β


1 0 −a3 a2
a1αγ−a4(α
2+β2)
γβ
a1
0 1 a2 a3
γa1−αa4
β
a4
0 0 a6 −a5 0 0
0 0 a5 a6 0 0
0 0 0 0 a8 −a7
0 0 0 0 a7 a8

, f516 = −β, f616 = α, f323 = 1, f424 = 1
, f525 = γ, f
6
26 = γ
2
7
TABLE 2. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N6,19
f413 = 1, f
5
13 = 1, f
3
14 = −1, f
6
14 = 1, f
6
15 = 1


1 0 −a3 a1 + a4 a1 a2
0 1 a1 + a4 a3 a2 − a3 a4
0 0 a5 −a8 a7 −a6
0 0 a8 a5 a6 a7
0 0 0 0 a5 −a8
0 0 0 0 a8 a5


, f516 = −1, f
3
23 = 1, f
4
24 = 1, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1
N
αβ
6,20
α2 + β2 6= 0 f414 = α, f
6
16 = 1, f
4
24 = β, f
5
25 = 1, f
3
12 = 1


1 0 a1
αa4
β
0 a2
0 1 a3 a4 a5 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 0
0 0 0 0 0 a8


Nα6,21
f414 = 1, f
6
15 = 1, f
4
24 = α, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1, f
3
12 = 1


1 0 a1 a2 0 a4
0 1 a3 αa2 a4 a5
0 0 1 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


Nαǫ6,22
α2 + ǫ2 6= 0, ǫ = 1 f313 = 1, f
6
15 = 1, f
3
23 = α, f
4
24 = 1, f
5
12 = 1


1 0 a1 0 a2 a3
0 1 αa1 a4 a5 a6
0 0 a7 0 0 0
0 0 0 a8 0 0
0 0 0 0 1 a5
0 0 0 0 0 1


Nαǫ6,22
α2 + ǫ2 6= 0, ǫ = 0 f313 = 1, f
6
15 = 1, f
3
23 = α, f
4
24 = 1


1 0 a1 0 a2 a3
0 1 αa1 a4 0 a5
0 0 a6 0 0 0
0 0 0 a7 0 0
0 0 0 0 a8 a9
0 0 0 0 0 a8


Nαǫ6,23
ǫ = 1 f313 = 1, f
4
14 = 1, f
6
15 = 1, f
4
23 = 1, f
3
24 = −1, f
6
25 = α, f
5
12 = 1


1 0 a4 a1 a2 a3
0 1 −a1 a4 a5 a6
0 0 a8 −a7 0 0
0 0 a7 a8 0 0
0 0 0 0 1 a5 − αa2
0 0 0 0 0 1


Nαǫ6,23
ǫ = 0 f313 = 1, f
4
14 = 1, f
6
15 = 1, f
4
23 = 1, f
3
24 = −1, f
6
25 = α


1 0 a4 a1 a2 a3
0 1 −a1 a4 αa2 a5
0 0 a7 −a6 0 0
0 0 a6 a7 0 0
0 0 0 0 a8 a9
0 0 0 0 0 a8


2
8
TABLE 2. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N6,24
f515 = 1, f
6
15 = 1, f
6
16 = 1


1 0 a1 0 a2 a3
0 1 a4 a5 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 0 a7


, f424 = 1, f
3
12 = 1
N
αβ
6,25
α2 + β2 6= 0 f414 = α, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1, f
4
23 = β


1 0 αa3
β
a1 −a5 a4
0 1 a2 a3 a4 a5
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 a7 −a6
0 0 0 0 a6 a7


, f525 = 1, f
6
26 = 1, f
3
12 = 1
Nα6,26
f515 = α, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1


1 0 a1 0 a2 a3
0 1 a4 a5 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 −a8 a7


, f616 = α, f
4
24 = 1, f
3
12 = 1
N ǫ6,27
ǫ = 1 f413 = 1, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1


1 0 a1 a2 −a6 a5
0 1 a3 a4 a5 a6
0 0 1 a3 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 a7 a8
0 0 0 0 −a8 a7


, f525 = 1, f
6
26 = 1, f
3
12 = 1
N ǫ6,27
ǫ = 0 f413 = 1, f
6
15 = 1, f
5
16 = −1


1 0 a1 a2 −a5 a3
0 1 0 a4 a3 a5
0 0 a6 a7 0 0
0 0 0 a6 0 0
0 0 0 0 a8 a9
0 0 0 0 −a9 a8


, f525 = 1, f
6
26 = 1
N6,28
f346 = 1, f
4
56 = 1, f
3
13 = 1, f
5
15 = −1


1 0 a1 a2a3 a2 a3
0 1 a3a4 + a2a
2
3 a4 −2a2 −a3
0 0 a5a
2
6 0 0 0
0 0 a3a5a6 a5a6 0 0
0 0
a5a
2
3
2 a3a5 a5 0
0 0 −a2a3a6 − a4a6 a2a6 0 a6


, f616 = 1, f
4
24 = 1, f
5
25 = 2, f
6
26 = −1
2
9
TABLE 2. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N
αβ
6,29
α2 + β2 6= 0 f345 = 1, f
3
13 = 1, f
4
14 = 1, f
6
16 = α


1 0 a2 + a1a3 a1 0
αa4
β
0 1 a2 0 a3 a4
0 0 a5a6 0 0 0
0 0 a3a5 a5 0 0
0 0 −a1a6 0 a6 0
0 0 0 0 0 a7


, f323 = 1, f
5
25 = 1, f
6
26 = β
Nα6,30
f345 = 1, f
3
13 = 2, f
4
14 = 1, f
5
15 = 1


1 0 a1 a3 a2 αa4
0 1 −
a2
3
2 0 a3 a4
0 0 a25 0 0 0
0 0 a2a5 − a3a6 a5 a6 0
0 0 −a3a5 0 a5 0
0 0 0 0 0 a7


, f616 = α, f
5
24 = 1, f
6
26 = 1
N6,31
f345 = 1, f
4
14 = 1, f
5
15 = −1, f
3
23 = 1


1 0 −a1a2 a1 a2 0
0 1 a3 0 −a2 a4
0 0 a5a6 0 0 0
0 0 −a2a5 a5 0 0
0 0 −a1a6 0 a6 0
0 0 a7 0 0 a5a6


, f525 = 1, f
3
26 = 1, f
6
26 = 1
Nα6,32
f345 = 1, f
4
14 = 1, f
5
15 = −1, f
3
16 = 1, f
3
23 = 1


1 0 a1 a2 a3 0
0 1 a4 αa2 a3(1− α) a1 + a2a3
0 0 a5a6 0 0 0
0 0 −a3a5 a5 0 0
0 0 −a2a6 0 a6 0
0 0 a7 0 0 a5a6


, f424 = α, f
5
25 = 1− α, f
6
26 = 1
N6,33
f345 = 1, f
3
13 = 1, f
4
14 = 1, f
3
23 = 1


1 0 a2 + a1a3 a1 0 0
0 1 a2 0 a3 a4
0 0 a5a6 0 0 0
0 0 a3a5 a5 0 0
0 0 −a1a6 0 a6 a7
0 0 0 0 0 a6


, f525 = 1, f
6
25 = 1, f
6
26 = 1
Nα6,34
f345 = 1, f
3
13 = 1, f
4
14 = 1, f
6
15 = 1


1 0 a1 a2 0 a3
0 1 a1 + αa1 − a2a3 αa2 a3 a4
0 0 a5a6 0 0 0
0 0 a3a5 a5 0 0
0 0 −a2a6 0 a6 a7
0 0 0 0 0 a6


, f323 = 1 + α, f
4
24 = α, f
5
25 = 1, f
6
26 = 1
3
0
TABLE 2. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
N
αβ
6,35
α2 + β2 6= 0 f345 = 1, f
5
14 = 1, f
4
15 = −1, f
6
16 = α, f
3
23 = 2


1 0 −
a2
2
+a2
3
2 −a3 a2
αa4
β
0 1 a1 a2 a3 a4
0 0 a25 + a
2
6 0 0 0
0 0 a3a6 + a2a5 a6 −a5 0
0 0 a3a5 − a2a6 a5 a6 0
0 0 0 0 0 a7


, f424 = 1, f
5
25 = 1, f
6
26 = β
N6,36
f345 = 1, f
5
14 = 1, f
4
15 = −1, f
3
23 = 2


1 0 −
a2
2
+a2
3
2 −a3 a2 0
0 1 a1 a2 a3 a4
0 0 a25 + a
2
6 0 0 0
0 0 a3a6 + a2a5 a6 −a5 0
0 0 a3a5 − a2a6 a5 a6 0
0 0 a7 0 0 a
2
5 + a
2
6


, f424 = 1, f
5
25 = 1, f
3
26 = 1, f
6
26 = 2
Nα6,37
f345 = 1, f
5
14 = 1, f
4
15 = −1, f
3
16 = 1


1 0
2αa1a3+a4−a
2
3
−a2
1
−α2a2
1
2 a1 a3 − αa1 0
0 1 a2 a3 αa3 − α
2a1 − a1 a4
0 0 a25 + a
2
6 0 0 0
0 0 αa1a6 − a3a6 − a1a5 a5 a6 0
0 0 αa1a5 − a3a5 + a1a6 −a6 a5 0
0 0 a7 0 0 a
2
5 + a
2
6


, f323 = 2, f
4
24 = 1, f
5
24 = α
, f425 = −α, f
5
25 = 1, f
6
26 = 2
N6,38
f345 = 1, f
3
13 = 1, f
4
14 = 1


1 0 a1a4 + a3 a1 0 a2
0 1 a3 0 a4 a5
0 0 a6a7 0 0 0
0 0 a4a6 a6 0 0
0 0 −a1a7 0 a7 0
0 0 0 0 0 1


, f323 = 1, f
5
25 = 1, f
6
12 = 1
N6,39
f345 = 1, f
5
14 = 1, f
4
15 = −1, f
3
23 = 2


1 0 −
a2
3
+a2
4
2 −a4 a3 a1
0 1 a2 a3 a4 a5
0 0 a26 + a
2
7 0 0 0
0 0 a4a7 + a3a6 a7 −a6 0
0 0 a4a6 − a3a7 a6 a7 0
0 0 0 0 0 1


, f424 = 1, f
5
25 = 1, f
6
12 = 1
N6,40
f345 = 1, f
5
14 = 1, f
4
15 = −1


1 0 a1 a2 a3 0
0 1 a4 0 0 a5
0 0 1 0 0 0
0 0 a3a6 − a2r r −a6 0
0 0 −a3r − a2a6 a6 r 0
0 0 0 0 0 a7


, f626 = 1, f
3
12 = 1
r = Rootof(z2 + a26 − 1)
3
1
TABLE 3: The automorphism groups of six dimensional nilpotent real Lie algebras
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
A6,1
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
6
15 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a7 a8 a9 a10 a11
0 0 a1a7 a1a8 0 a1a10
0 0 0 a21a7 0 0
0 0 a12 a13 a14 a15
0 0 0 a1a12 0 a1a14


A6,2
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
5
14 = 1, f
6
15 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a7 a8 a9 a10 a11
0 0 a1a7 a1a8 a1a9 a1a10
0 0 0 a21a7 a
2
1a8 a
2
1a9
0 0 0 0 a31a7 a
3
1a8
0 0 0 0 0 a41a7


A6,3
f612 = 1, f
4
13 = 1, f
5
23 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
a7 a8 a9 a10 a11 a12
a13 a14 a15 a16 a17 a18
0 0 0 a1a15 − a3a13 a2a15 − a3a14 a1a14 − a2a13
0 0 0 a7a15 − a9a13 a8a15 − a9a14 a7a14 − a8a13
0 0 0 a1a9 − a3a7 a2a9 − a3a8 a1a8 − a2a7


A6,4
f512 = 1, f
6
13 = 1, f
6
24 = 1


a1 −
a1a14
a15
a2 a3 a4 a5
−a1a11
a15
a1a10
a15
a6 a7 a8 a9
0 0 a10 a11 a12 a13
0 0 a14 a15 a16 a17
0 0 0 0 −
a2
1
(a11a14−a10a15)
a2
15
a1(a2a11+a6a15−a3a10−a7a14)
a15
0 0 0 0 0 −a1(a11a14−a10a15)
a15


Aa6,5
a 6= 0 f513 = 1, f
6
14 = 1, f
6
23 = a, f
5
24 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
aa2 a1 a4 aa3 a7 a8
aa12 a11 a14 aa13 a9 a10
a11 a12 a13 a14 a15 a16
0 0 0 0 aa2a13 + a1a14 − a4a11 − aa3a12 a(a2a14 + a1a13 − a4a12 − a3a11)
0 0 0 0 a2a14 + a1a13 − a4a12 − a3a11 aa2a13 + a1a14 − a4a11 − aa3a12


3
2
TABLE 3. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
A6,6
f612 = 1, f
4
13 = 1, f
5
14 = 1, f
5
23 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a21 0 a7 a8 a9
0 a10 a11 a12 a13 a14
0 0 0 a1a11 a2a11 + a1a12 − a3a10 a1a10
0 0 0 0 a21a11 0
0 0 0 0 a1a7 − a
2
1a3 a
3
1


A6,7
f413 = 1, f
5
14 = 1, f
6
23 = 1


a1 a2 0 a3 a4 a5
0 a6 0 0 a7 a8
0 a9 a10 a11 a12 a13
0 0 0 a1a10 a1a11 a2a10
0 0 0 0 a21a10 0
0 0 0 0 0 a6a10


A6,8
f312 = 1, f
5
12 = 1, f
4
13 = 1, f
6
25 = 1


a1 0 a2 a3 a4 a5
0 a6 a7 a8 a9 a10
0 0 a1a6 a1a7 − a11 0 −a4a6 − a12
0 0 0 a21a6 0 0
0 0 0 a11 a1a6 a12
0 0 0 0 0 a1a
2
6


A6,9
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
6
15 = 1, f
6
23 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a7 a8 a9 a10 a11
0 0 a1a7 a1a8 0 a2a8 + a1a10 − a3a7
0 0 0 a21a7 0 a1a2a7
0 0 0 a12 a
2
7 a13
0 0 0 0 0 a1a
2
7


Aa6,10
a 6= 0 f312 = 1, f
5
13 = 1, f
6
14 = 1


a6 a1 a2 a3 a4 a5
aa1 a6 a7 a8 a9 a10
0 0 a26 − aa
2
1 0 a1a8 + a6a7 − a3a6 − aa1a2 a6a8 + aa1a7 − aa2a6 − aa1a3
0 0 0 a26 − aa
2
1 a11 a12
0 0 0 0 a6(a
2
6 − aa
2
1) aa1(a
2
6 − aa
2
1)
0 0 0 0 a1(a
2
6 − aa
2
1) a6(a
2
6 − aa
2
1)


, f623 = a, f
5
24 = 1
A6,11
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
5
14 = 1, f
6
23 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a7 a8 a9 a10 a11
0 0 a1a7 a1a8 a1a9 a2a8 − a3a7
0 0 0 a21a7 a
2
1a8 a1a2a7
0 0 0 0 a31a7 0
0 0 0 0 0 a1a
2
7


3
3
TABLE 3. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
A6,12
f413 = 1, f
6
14 = 1, f
6
25 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a7 0
a5a7−a2a8
a1
a8 a9
0 0 a7a13−a8a12
a2
1
a10 0 a11
0 0 0 a7a13−a8a12
a1
0 a1a10
0 a12 0
a5a12−a2a13
a1
a13 a14
0 0 0 0 0 a7a13 − a8a12


A6,13
f512 = 1, f
4
13 = 1, f
6
14 = 1, f
6
25 = 1


a2
6
a10
a1 a2 a3 a4 a5
0 a6 −
a1a10
a6
a7 a8 a9
0 0 a10 a11 0 a12
0 0 0 a26 0
a11a
2
6
a10
0 0 0 −a1a6
a3
6
a10
a2
6
a7+a1a8a10−a4a6a10
a10
0 0 0 0 0
a4
6
a10


Aa6,14
a 6= 0 f413 = 1, f
6
14 = 1, f
5
23 = 1, f
6
25 = a


a5 a1 0 a2 a3 a4
−aa1 a5 0 −
a(a1a2+a1a6−a3a5)
a5
a6 a7
0 0 a8 a9 a10 a11
0 0 0 a5a8 a1a8 a5a9 + aa1a10
0 0 0 −aa1a8 a5a8 a(a5a10 − a1a9)
0 0 0 0 0 a25a8 + aa
2
1a8


A6,15
f312 = 1, f
5
12 = 1, f
4
13 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a21 a7 a8 a9 a10
0 0 a31 a1a7 + a
2
1a2 0 a1a8 + a2a9 − a
2
1a5 − a11
0 0 0 a41 0 a
2
1a7 + a
3
1a2
0 0 0 −a21a2 a
3
1 a11
0 0 0 0 0 a51


, f614 = 1, f
6
25 = 1
A6,16
f413 = 1, f
5
14 = 1, f
6
15 = 1


a1 0 a2 a3 a4 a5
0 a21 0 a1a2 a1a3 a6
0 0 a7 a8 a9 a10
0 0 0 a1a7 a1a8 a1a9
0 0 0 0 a21a7 a
2
1a8
0 0 0 0 0 a31a7


, f523 = 1, f
6
24 = 1
A6,17
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
6
14 = 1, f
6
25 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a7 a8 a9 a10 a11
0 0 a1a7 a1a8 0 a1a9 + a2a10 − a5a7
0 0 0 a21a7 0 a
2
1a8
0 0 0 −a21a2 a
3
1 a12
0 0 0 0 0 a31a7


3
4
TABLE 3. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing Automorphism group
Structure Constants
Aa6,18
a 6= 0 f312 = 1, f
4
13 = 1, f
6
14 = 1


a6 a1 a2 a3 a4 a5
−aa1 a6 a7 a8 a9 a10
0 0 a26 + aa
2
1 a6a7 + aa1a2 a1a7 − a2a6 aa1a3 + aa1a9 + a6a8 − aa4a6
0 0 0 a6(a
2
6 + aa
2
1) a1(a
2
6 + aa
2
1) a7(a
2
6 + aa
2
1)
0 0 0 −aa1(a
2
6 + aa
2
1) a6(a
2
6 + aa
2
1) −aa2(a
2
6 + aa
2
1)
0 0 0 0 0 (a26 + aa
2
1)
2


, f523 = 1, f
6
25 = a
A6,19
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
5
14 = 1


a1 a2 a3 a4 a5 a6
0 a31 a7 a8 a9 a10
0 0 a41 a1a7 a1a8 a2a7 + a1a9 − a
3
1a3
0 0 0 a51 a
2
1a7 a
4
1a2 + a
2
1a8
0 0 0 0 a61 a
3
1a7
0 0 0 0 0 a71


, f615 = 1, f
6
23 = 1
A6,20
f312 = 1, f
4
13 = 1, f
5
14 = 1


a1 0 a2 a3 a4 a5
0 a21 a6 a7 a8 a9
0 0 a31 a1a6 a1a7 − a
2
1a2 a1a8 − a
2
1a3
0 0 0 a41 a
2
1a6 a
2
1a7 − a
3
1a2
0 0 0 0 a51 a
3
1a6
0 0 0 0 0 a61


, f615 = 1, f
5
23 = 1, f
6
24 = 1
A6,21
f312 = 1, f
6
15 = 1, f
4
23 = 1


a1 0 a2 −
a2
2
2a1
a3 a4
0 a5 a6 a7 a8 a9
0 0 a1a5 −a2a5
a2
2
a5
2a1
2a2
1
a8+2a1a2a7+a
2
2
a6
2a1
0 0 0 a1a
2
5 −a2a
2
5 −a1a5a7 − a2a5a6
0 0 0 0 a1a
3
5 a1a6a
2
5
0 0 0 0 0 a21a
3
5


, f524 = 1, f
6
34 = 1
A6,22
f312 = 1, f
5
13 = 1, f
6
15 = 1


a24 0 a1 −
a2
1
2a2
4
a2 a3
0 a4 a5 a6 a7 a8
0 0 a34 −a1a4
a2
1
+2a3
4
a5
2a4
a2
1
a5+2a1a6a
2
4
+2a4
4
a7
2a2
4
0 0 0 a44 −a1a
2
4 −a1a4a5 − a
3
4a6
0 0 0 0 a54 a
4
4a5
0 0 0 0 0 a74


, f423 = 1, f
5
24 = 1, f
6
34 = 1
3
5
TABLE 4: ad-invariant metric on all six dimensional solvable real Lie algebras
Lie Algebra Non Vanishing ad-invariant metric
Structure Constants
g6,23
α = 0, ǫ = 0 f123 = 1, f
3
26 = 1, f
4
36 = 1


0 0 0 0 0 g2
0 g1 0 g2 g3 g4
0 0 −g2 0 0 0
0 g2 0 0 0 0
0 g3 0 0 g5 g6
g2 g4 0 0 g6 g7


, h = 0
g6,82
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = λ, f
3
36 = λ1


0 0 0 0 0 −λ1g1
0 0 0 λ1g1
λ
0 0
0 0 0 0 g1 0
0 λ1g1
λ
0 0 0 0
0 0 g1 0 0 0
−λ1g1 0 0 0 0 g2


, f446 = −λ, f
5
56 = −λ1
g6,83
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = λ, f
3
36 = λ


0 0 0 0 0 λ2g1
0 0 0 −λg1 g1 0
0 0 0 0 −λg1 0
0 −λg1 0 0 0 0
0 g1 −λg1 0 0 0
λ2g1 0 0 0 0 g2


, f446 = −λ, f
4
56 = −1, f
5
56 = −λ, f
3
26 = 1
g6,88
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = µ0


0 0 0 0 0 −
g1(µ
2
0
+ν2
0
)
µ0
0 0 0 g1 −
g1ν0
µ0
0
0 0 0 g1ν0
µ0
g1 0
0 g1
g1ν0
µ0
0 0 0
0 − g1ν0
µ0
g1 0 0 0
−
g1(µ
2
0
+ν2
0
)
µ0
0 0 0 0 g2


, f326 = ν0, f
2
36 = −ν0, f
3
36 = +µ0
, f446 = −µ0, f
5
46 = ν0, f
4
56 = −ν0, f
5
56 = −µ0
g6,89
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
2
26 = s, f
5
36 = ν0


0 0 0 0 0 −ν0g1
0 0 0 ν0g1
s
0 0
0 0 g1 0 0 0
0 ν0g1
s
0 0 0 0
0 0 0 0 g1 0
−ν0g1 0 0 0 0 g2


, f446 = −s, f
3
56 = −ν0
3
6
TABLE 4. (Continued)
Lie Algebra Non Vanishing ad-invariant metric
Structure Constants
g6,90
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
4
26 = 1, f
5
36 = ν0


0 0 0 0 0 −ν0g1
0 −ν0g1 0 0 0 0
0 0 g1 0 0 0
0 0 0 ν0g1 0 0
0 0 0 0 g1 0
−ν0g1 0 0 0 0 g2


ν0 6= 1 , f
2
46 = 1, f
3
56 = −ν0
g6,91
f124 = 1, f
1
35 = 1, f
4
26 = 1, f
5
36 = 1


0 0 0 0 0 −g1
0 −g1 0 0 0 0
0 0 g1 0 0 0
0 0 0 g1 0 0
0 0 0 0 g1 0
−g1 0 0 0 0 g2


, f246 = 1, f
3
56 = −1
g6,92
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1, f
3
26 = ν0, f
2
36 = −µ0


0 0 0 0 0 −ν0g1
0 0 0 0 − ν0g1
µ0
0
0 0 0 g1 0 0
0 0 g1 0 0 0
0 − ν0g1
µ0
0 0 0 0
−ν0g1 0 0 0 0 g2


, f546 = µ0, f
4
56 = −ν0
g∗6,92
p = 0 f524 = 1, f
5
13 = 1, f
3
16 = 1


−g1 0 0 0 0 0
0 −g1 0 0 0 0
0 0 −g1 0 0 0
0 0 0 −g1 0 0
0 0 0 0 0 g1
0 0 0 0 g1 g2


, f426 = 1, f
1
36 = −1, f
2
46 = −1
g6,93
α = 0 f124 = 1, f
1
35 = 1


0 0 0 0 0 ν20g1
0 0 −ν0g1 0 0 0
0 −ν0g1 −g1 0 0 0
0 0 0 0 −ν0g1 0
0 0 0 −ν0g1 g1 0
ν20g1 0 0 0 0 g2

, f426 = 1, f526 = ν0
, f436 = ν0, f
2
46 = 1
, f346 = −ν0, f
2
56 = −ν0
A6,3
f612 = 1, f
4
13 = 1, f
5
23 = 1


g1 g2 g3 0 g7 0
g2 g4 g5 −g7 0 0
g3 g5 g6 0 0 g7
0 −g7 0 0 0 0
g7 0 0 0 0 0
0 0 g7 0 0 0


3
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A Appendix
We give the automorphisms group for g6,92(α 6= 0) , g6,92(α = 0) ,and g6,93(α 6= 0) Lie Algebras.
g6,92(α 6= 0)


−a2a3a
2
5
ν2
0
−a2a3a
2
4
µ0ν0+a1a
3
5
µ0ν0+a1a5a
2
4
µ2
0
a2
5
µ0ν0
0 0 0 0 0
2(2a2a4a7µ0ν0+2a2a5a8µ0ν0−2a1a4a9µ
2
0
−2a1a5a10µ0ν0+a2a5a7αν0−a2a4a8αµ0−a1a5a9αµ0+a1a4a10αµ0)
a5µ0(α2+4µ0ν0)
a1 −
a1a4
a5
a2ν0
µ0
− a2a4
a5
0
2(a2a4a7αν0+a2a5a8αν0−a1a4a9αµ0−a1a5a10αν0−2a2a5a7αν
2
0
+2a2a4a8µ0ν0+2a1a5a9µ0ν0−2a1a4a10µ0ν0)
a5ν0(α2+4µ0ν0)
µ0a1a4
ν0a5
a1
a2a4
a5
a2 0
2(a2
5
a7αν0−a4a5a8αµ0−a3a5a9αν0+a3a4a10αν0+2a4a5a7µ0ν0+2a
2
5
a8µ0ν0−2a3a4a9µ0ν0−2a3a5a10ν
2
0
)
a5ν0(α2+4µ0ν0)
a3 −
a3a4
a5
a5 −
µ0a4
ν0
0
2(−2a2
5
a7µ0ν0+2a4a5a8µ
2
0
+2a3a5a9µ0ν0−2a3a4a10µ0ν0+a4a5a7αµ0+a
2
5
a8µ0α−a3a4a9µ0α−a3a5a10ν0α)
a5µ0(α2+4µ0ν0)
a3a4
a5
a3ν0
µ0
a4 a5 0
a6 a7 a8 a9 a10 1


g6,92(α = 0)


a2(a
2
3
ν0+a
2
6
µ0)
a3ν0
0 0 0 0 0
a1 a2 −
a2a6
a3
0 0 0
a2a9a
2
6
µ0+a1a3a6µ0ν0+a2a9a
2
3
ν0
a2
3
ν2
0
µ0a2a6
ν0a3
a2 0 0 0
A a5µ0
ν0
−µ0a5a6
ν0a3
a3 −
µ0a6
ν0
0
a4
a5a6µ0
a3ν0
a5 a6 a3 0
a7
µ0(a2a6a8a
2
3
ν0+a2a5a9a
2
3
ν0+a2a5a9a
2
6
µ0+a1a3a5a6µ0ν0−a2a4a
2
3
ν2
0
)
a3
3
ν2
0
a2
a8 a9 −
µ0(a2a6a9+ν0a1a3)
a2a3ν0
1


A=
a2a8a
4
3
ν2
0
+a2a5a6a9a
2
3
µ0ν0+a1a5a
3
3
µ0ν
2
0
+a2a5a9a
3
6
µ2
0
+a1a3a5a
2
6
µ2
0
ν0+a2a8a
2
3
a2
6
µ0ν0−a2a4a6a
2
3
µ0ν
2
0
a3
3
a2ν
3
0
3
8
g6,93(α 6= 0)


A 0 0 0 0 0
B r ν0(a3 − r) a1 ν0(a1 + a2) 0
C ν0(r − a3) a3 ν0(a1 + a2) a2 0
D a1 −ν0(a1 + a2) r ν0(r − a3) 0
E −ν0(a1 + a2) a2 ν0(a3 − r) a3 0
F a5 a6 a7 a8 1


A=2a1a2ν
2
0 + 2a
2
2ν
2
0 − a
2
2 − 2a
2
3ν
2
0 + 2rν
2
0a3 + a
2
3
B=2(α3a1a5+α
3ν0a2a6−α
3ra7+2α
2ra5+8ν
4
0a3a5 +8ν
3
0a3a6 +8ν
4
0a1a7+8ν
4
0a2a7− 8ν
3
0a2a8− 2α
2a1a7− 8ν
4
0ra5+α
3ν0a1a6−α
3ν0a3a8+α
3ν0ra8− 4αν0a2a6−
4αν20a2a5+4αν
3
0a1a6+4αν
3
0a2a6−4αν
3
0a3a8+2α
2ν20a3a5+2α
2ν20a1a7+2α
2ν20a2a7+2α
2ν0a1a8−4αν
2
0a3a7+4αν0a3a8+4αν
3
0ra8−2α
2ν20ra5+2α
2ν0ra6)/(8α
2ν20 +
16ν40 + α
4 − 4α2)
C=2(ν0α
3a1a5 +α
3ν0a2a5 +α
3ν0a3a7−α
3ν0ra7− 4αν0a2a5− 4αν0a3a7 +4αν
2
0a1a6 +8ν
2
0αa2a6− 8ν
2
0αa3a8− 2α
2ν20a3a6 +2α
2ν20a2a8 +4ν
3
0αa2a5 +2α
2ν20a1a8 +
4αν30a3a7 + 4αν
3
0a1a5 + 2α
2ν20ra6 − 4αν
3
0ra7 + 4αν
2
0ra8 + 2α
2ν0ra5 + α
3a2a6 − α
3a3a8 + 4αa3a8 + 8ν
4
0ra6 − 8ν
4
0a3a6 + 8ν
4
0a2a8 + 8ν
4
0a1a8 − 4αa2a6 + 8ν
3
0a3a5 +
8ν20a3a6 + 8ν
3
0a2a7 − 8ν
2
0a2a8 − 2α
2ν0a1a7)/(8α
2ν20 + 16ν
4
0 + α
4 − 4α2)
D=2(ν0α
3a1a8 +α
3ν0a2a8−α
3ν0a3a6 +α
3ν0ra6+2α
2ν0a1a6− 2α
2ν20a1a5− 2α
2ν20a2a5− 4ν
3
0αa3a6− 2ν
2
0α
2a3a7 +4αν
2
0a2a7+4αν
2
0a3a5+4ν
3
0αa1a8 +4ν
3
0αa2a8−
4αν0a2a8+4αν0a3a6+2α
2ν0ra8+2α
2ν20ra7+4αν
3
0ra6+α
3ra5−α
3a1a7−8ν
4
0a3a7−8ν
4
0a2a5−8ν
3
0a2a6+8ν
3
0a3a8+2α
2a1a5−8ν
4
0a1a5−2α
2ra7+8ν
4
0ra7)/(8α
2ν20 +
16ν40 + α
4 − 4α2)
E=2(ν0α
3a3a5 +α
3ν0a1a7 +α
3ν0a2a7−α
3ν0ra5 +4αν
3
0a3a5− 4αν
2
0a1a8− 4αν0a3a5 +4αν
3
0a1a7 +4αν
3
0a2a7− 4αν0a2a7− 2α
2ν20a2a6− 2α
2ν20a1a6 +2ν
2
0α
2a3a8 +
2α2ν0ra7 − 2α
2ν0a1a5 +8αν
2
0a3a6 − 8αν
2
0a2a8 − 4αν
3
0ra5− 2α
2ν20ra8− 4αν
2
0ra6 +α
3a3a6 −α
3a2a8− 4αa3a6 − 8ν
4
0a1a6 − 8ν
4
0ra8 +8ν
2
0a2a6 − 8ν
2
0a3a8 +4αa2a8 −
8ν40a2a6 + 8ν
4
0a3a8 + 8ν
3
0a2a5 + 8ν
3
0a3a7)/(8α
2ν20 + 16ν
4
0 + α
4 − 4α2)
F=a4
r = Rootof(z2 + a22 − a
2
1 − a
2
3)
3
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